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7 Geometria analitica

ANALIZA'Y CALCULA
¢ Qué angulo formaran las direcciones de las bolas si ambas siguen en la misma linea recta?

Las direcciones de las bolas, si ambas siguen en la misma linea recta, formaran un angulo de 0°.

¢ Qué crees que quiere decir ecuacion vectorial? ;Y ecuacion escalar?

Una ecuacion vectorial es una igualdad entre dos expresiones algebraicas en la que intervienen vectores y una
ecuacion escalar es una igualdad entre dos expresiones algebraicas.

¢ Qué es un choque elastico?

Un choque elastico es una colisiéon entre dos 0 mas objetos en la que estos no sufren deformaciones.

REFLEXIONA Y SACA CONCLUSIONES

Una bola de billar al golpear una banda lateral sigue las leyes de reflexién, es decir, el angulo que forma la
trayectoria de la bola con la banda antes de golpear y el angulo después del choque miden lo mismo. ¢En qué
otros fenémenos se producen las leyes de reflexion?

Respuesta modelo: la reflexion de la luz, el sonido o las ondas en el agua.

En el billar francés, a tres bandas, una bola ha de golpear a las otras dos y tocar en tres de las bandas de la
mesa. En las bandas largas hay dibujados 7 rombos o diamantes y en las cortas hay 3. Investiga como utilizan
los jugadores profesionales los rombos para conseguir carambolas.

Respuesta libre.

Actividades propuestas

1. Calcula las coordenadas de los vectores AB, BC y CA.

AB = (4,2) Y[ | B
BC =(0,—4) A e
A

CA = (-4, 2) CA 0’\1’\* X
c

2. Actividad resuelta.

3. Las coordenadas de un punto P son (1, 3), y las del vector PQ, (-2, —2). Calcula las coordenadas de Qy de
QP.

Q=(1,3)+(=2,-2)=(-1, )y QP=(1+1,3-1)=(2, 2)

4. Calcula el médulo del vector AB en cada caso.
a) Origen A(-1, 0) y extremo B(3, 5) b) Origen A(7, —4) y extremo B(-2, 3)

a) [AB|=(3+17 +52 =41 b) |AB|=(-2-7) +(3+4) =130
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10.

1.

12.

Identifica los vectores equipolentes de la imagen y los vectores libres que determinan.

Y| ¢ D

};, NE
G

B

No hay vectores equipolentes porque todos los vectores tienen distinto médulo, direccion o sentido.

Calcula la distancia entre los puntos:
a) A(sl _3) y B(1! _1) b) C(_z, 3) y D(_1! _4)

a) d(A, B) = [AB| =(1-5)" +(-1+3)" =2/ b) d(C, D)= |C—D|:\/(—1+2)2+(—4—3)2 =52

Los vértices de un triangulo son A(3, 5), B(10, 0) y C(4, —1).
a) Calcula los vectores de forman cada lado.

b) Halla la longitud de cada lado.

a) AB =(10-3,0-5)= (7, -5) b) d(A, B) = |ﬁ|:1/72+(—5)2 =74
BC =(4-10,-1-0)= (-6, -1) d(B, C) = |ﬁ|=./(—6)2+(—1)2 =37
AC =(4-3,-1-5)=(1,-6) d(C, A) = |AC| = | +(-6)" =37

Siu=(3,2),v=(1,2yw =(0, 3), realiza las operaciones.

a) u+v c) v+w
b) 5u+w d) 3w +2v
a) u+v =(=3+1,2+2)=(=2,4) c) v+w=(1+0,2+3)=(1,5)

b) 5u+w = (=15, 10) + (0, 3) = (-15, 13) d) 3w +2v =(0,9) + (2, 4)=(2,13)

Dados los vectores u = (4,2), v =(-6,3)y w = (2, 0), indica si son linealmente dependientes.

— —

a) uyv b) uyw c) vyw

<!

y v son linealmente independientes porque no existe k e R tal que u=k-

it}

a)

y w son linealmente independientes porque no existe k « R tal que us==k-w.

it}

b)

T

c) v y w son linealmente independientes porque no existe k € R tal que v =k-
Actividad resuelta.

Comprueba si los puntos A(-2, 3), B(—2, 1) y C(-5, 5) estan alineados.

Para que A, By C estén alineados debe verificarse que los vectores AB y AC sean proporcionales. Por tanto:

E:(—2+2,1—3)=(0,—2)}

il = o #* =2 = Los puntos A, By C no estan alineados.
AC=(-5+25-3)=(-3,2) 3 2

Actividad resuelta.
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13. Dado el segmento de extremos A(2, -5) y B(10, —1), halla los puntos P, Q y R que dividen AB en cuatro
partes iguales.

Si se considera el vector AB = (10 -2, -1 + 5) = (8, 4), se observa que: AP = %ZB = (% %) =(2 1) y, por tanto:

OP = OA + AP =(2,-5)+ (2, 1) = (4, 4) = P(4, —4)
0Q = OA +2AP =(2,-5)+2(2, 1) = (6, -3) = Q(6, -3)
OR = OA +3AP =(2,-5)+3(2,1)=(8,-2) = R(8, -2)

14. Actividad resuelta.

<!

15. Dados los vectores u = (-2, 2) y
forman.

Uv=-2(-1)+2-3=2+6=8 |a|:,/(—2)2+22:J§:2\/§ V] =(-1)° +32 =10

=0,894 = a = arccos 0,894 = 26° 37" 11"

= (-1, 3), calcula su producto escalar, sus moédulos y el angulo que

cos(fj,&) =

8
V210
16. Actividad resuelta.

17. Calcula el valor de m para que los vectores u-= (m,2m-1)y v =(1-m, m):
a) Sean perpendiculares. b) Tengan un médulo de 1.

a) u-v-=m=(1=m)+@2m=1) -m=m=m’+2m’—=m=m’=0=m=0.

b) [d] =ym? +(2m -1 =Jm? +4m? +1-4m =5m* —4m+1=1=5m’ —~4m=0=m=00m= %

|\7|=,/(1—m)2+m2 =1+m?—2m+m? =\2m? —-2m+1=1=2m*-2m=0=m=00m=1

18. Comprueba si el triangulo de vértices A(8, 9), B(2, 1) y C(1, 8) es rectangulo e indica el vértice
correspondiente al angulo recto.

Se consideran los vectores AC =(1-8,8-9)=(-7,-1)y BC =(1-2,8—-1)= (-1, 7).
AC - BC =—7-(-1)+(=1)-7=7-7=0= Los vectores AC y BC son perpendiculares.

El triangulo es rectangulo y C es el vértice correspondiente al angulo recto.

19. Calcula los angulos del triangulo A(-1, 0), B(2, —1) y C(4, 2). ¢ Suman 180°?

Sean los vectores AB = (3,-1), BA =(-3, 1), BC =(2,3), CB =(-2,-3), AC =(5,2),y CA = (-5, -2).

— -3.2+1.3 -3
cos (BA, BC) = = =-0,263 11 = a = arccos —0,263 11 = 105° 15" 16"
( ) J3+ (-1 V2 r3 V10413
cos (CB,CA) = 25+32 16 _ygm 04 = B = arccos 0,824 04 = 34° 30" 31"
V22432 .4/52422 13429
cos (A—B,A—C = 3-5-1-2 13 =0,76 338 = y = arccos 0,763 38 = 40° 14" 13"

J32+(—1)Z~m:m~@

a+B+y=105°15"16""+34°30" 31" + 40° 14" 13" = 180°
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20. Actividad resuelta.

21.

22,

23.

24,

25.

Indica si A(0, -1) y B(6, —1) pertenecen o no a las rectas.
x=3+3t . _
a) r y=-2-t b) s:2x-3y=15

a) A sipertenece alarectar porque x=3+3_ |0=3+3 _ |{=-1
y=—2-t= |A==2-t = |t =1

B no pertenece a la recta r porque {X:3+3t3{6:3+3t :>{t:1

y=-2-t7 |-1=-2-t 7 |t=-1
b) A no pertenece alarectasporque2-0-3-(-1)=3#15
B si pertenece alarectasporque2-6-3-(-1)=12+3=15

Halla un punto, un vector director y un vector normal de cada una de las siguientes rectas.

a) 4x-3y-1=0 b) y=x c) (x,y)=(-3,2)+t-1,4)
Llamamos P a un punto de la recta, v, a un vector director, y n, a un vector normal.

a) P(1,1), v=(3,4)y n =(4,-3)

b) P(0,0), v=(1,1)y n =(1,-1)

c) P(-3,2),v=(-1,4)yn =(41)

Halla dos puntos de cada una de las siguientes rectas y el vector director.

a) (x,y)=(1,1)+ 0, -3) c) y-3=-2(x+5)
x =2t y+4
) |y 23 se MNAT s

Llamamos Py Q a dos puntos de la recta, y v , a un vector director.

a) Sit=0=>x=1,y=1=P(1,1) c) Six=0,y=-7= P(0,-7)
Sit=1=x=1,y=-2= Q(1,-2) Six=-1,y=-5= P(-1,-5)
v =(0,-3) y-3=2(x+5)=2x+y+7=0=v =(-1,2)
b) Sit=0=x=0,y=3= P(0, 3) d) Six=0,y=-4= P(0,-4)
Sit=1=>x=2,y=-2= Q(2,-2) Six=1,y=1=P(1,1)
v =(2,-5) x=y5L4:>5x—y—4=o:>\?=(1,5)

Actividad resuelta.

Calcula la ecuacion continua de la recta que pasa por los puntos:

a) P(-2,3)yQ(1,2) b) P(0,3)y Q(-2, -3)
== . e . x-1 y-2
a) Elvector PQ = (3, —1) es el vector director de la recta. La ecuacion continua esT = -
o . . . x y-3
b) El vector PQ = (-2, —6) es el vector director de la recta. La ecuacién continua es—2 = rat
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26. Calcula la ecuacion general de la recta que pasa por P(-2, 3) y tiene pendiente m = -4,

Como m = —4, un vector director de la recta es v = (1, —4). Por tanto, la ecuacion general de la recta es de la
forma4x + y+ k=0, con k e R . Como la recta pasa por P(-2, 3), entonces 4 -(-2) +3+k=0=k=5

La ecuacion general de la recta que pasa por P(—2, 3) y tiene pendiente m=—-4es4x+y+5=0.

27. Calcula, en todas sus formas posibles, la ecuacion de la recta en los siguientes casos.
a) Pasa por el punto A(5, —2) y lleva direccién del vector u= (1, -3).
b) Pasa por el punto A(-5, 4) y tiene pendiente m = -2.
c) Pasa por los puntos A(-1, 3) y B(5, -2)
Calcula la pendiente y la ordenada en el origen de cada una.

a) Un vector director es u (=1, 3). Por tanto, la pendiente de la recta es m = —3.

Ecuacion vectorial: (x, y) = (5, =2) + (1, =3) Ecuacioén general: 3x+ y—13=0
Ecuaciones paramétricas: {; z §2+_t 3t donde t e R Ecuacion explicita: y = —3x + 13
x-5 y+2

Ecuacion continua: Ecuacion punto — pendiente: y + 2 = -3(x — 5)

-3
La ordenada en el origen es n = 13.

b) La pendiente de la recta es m = —2. Por tanto, un vector director es v (1, -2).

Ecuacion vectorial: (x, y) = (-5, 4) + (1, -2) Ecuacién general: 2x+ y+6 =0
Ecuaciones paramétricas: Xy::_it;t dondeteR Ecuacion explicita: y = -2x—6
. . x+5 y-4 . .
Ecuacion continua: 1 = e Ecuacion punto — pendiente: y — 4 = —-2(x + 5)

La ordenada en el origen es n = —6.

c) Larecta pasa por A(-1, 3) y B(5, —2). Por tanto, un vector director es v (6, —5). La pendiente es m = —%.

Ecuacion vectorial: (x, y) = (-1, 3) + {6, —-5) Ecuacion general: 5x + 6y —13=0
=- - 1
Ecuaciones paramétricas: x=—1+6t dondeteR Ecuacion explicita: y = ﬂ+—3
y= 3-5t 6 6
Ecuacién continua: x1_y=3

5 Ecuacién punto — pendiente: y — 3 = —% (x+1)

La ordenada en el origen es n = %

28. Estudia la posicion relativa de las rectas.

a) r2x+y-5=0ys:4x+3y=11 b) r:—%x+%y+%=0 ys:2x-3y-5=0
2 1 1 1 3 5 I

a) —#— = Rectas secantes b) ——:2=-—=-—:(-3)==:(-5)= Rectas coincidentes
4 3 2 4 4 4

29. Actividad resuelta.

30. Calcula el valor de m para que las rectas r: 5x + my + 1 =0y s: —-x — y + 3 = 0 sean paralelas. ¢Hay algun
valor de m que las haga coincidentes? ;Y secantes?

5 m 5 5 1
—=—>m=5= —=—=#—
-1 - -1 -1 3

Para m # 5 las rectas son secantes y para m = 5 las rectas son paralelas.
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31. Halla la ecuacion de la recta paralela a r: 3x — 4y = 12 y que pasa por el punto P(5, -5).
Las rectas paralelas a r: 3x — 4y = 12 son de la forma 3x — 4y + k= 0.

Como la recta pasa por P, entonces 3-5—-4 - (-5) + k=0 = k=-35.
La ecuacion de larecta es: 3x—4y-35=0

32. Halla la ecuacion de la recta perpendicular a r: —2x — 4y = 5 y que pasa por el origen de coordenadas.
Las rectas perpendiculares a . —2x — 4y = 5 son de la forma —4x + 2y + k= 0.

Como la recta pasa por el origen de coordenadas, entonces 4 -0+2-0+k=0= k=0.
La ecuacion de la recta perpendicular a r pasando por el origen de coordenadas es: —4x + 2y =0

33. Dada larecta de ecuaciones paramétricas r: {;‘:_211231; :

a) Calcula su ecuacién general.

b) Halla la recta paralela a r que pasa por A(-1, 4).

c) ¢Cual es la ecuacion de la perpendicular a r que pasa por (-2, 2)?

x=2-2t _ X=2_ Y+l o 6= oy 2 3x+2y-4=0

a) y:—1+3t3 ) 3

b) Las rectas paralelas a r: 3x + 2y —4 = 0 son de la forma 3x + 2y + k= 0.
Como la recta pasa por A, entonces 3 - (1) +2 -4+ k=0= k=-5.
La ecuacion de la recta paralela a r pasando por Aes: 3x+2y—5=0
c) Las rectas perpendiculares ar: 3x + 2y —4 = 0 son de la forma 2x — 3y + k= 0.
Como la recta pasa por A, entonces 2 - (-2)-3 -2+ k=0= k=10.
La ecuacion de la recta perpendicular a r pasando por (-2, 2) es: 2x—-3y+10=0

34. Halla la-ecuacion explicita de la recta que pasa por el punto A(=2, 4) y es paralela a la que tiene por
ecuacion 7x - 14y + 3 = 0.

Las rectas paralelas ar: 7x — 14y + 3 =0 son de la forma 7x — 14y + k= 0.
Como la recta pasa por A, entonces 7 - (-2) - 14 -4+ k=0= k=70.
La ecuacion de la recta paralelas a r pasando por Aes: 7x—14y+70=0

7x 7
Despejando y se obtiene su ecuacion explicita: y = %+£ . Es decir, y = %+ 5

@@ Geometria analitica | Unidad 7 177



SOLUCIONARIO

35. Comprueba si las rectas ry s son perpendiculares.

36.

37.

38.

178 Unidad 7| Geometria analitica @@

b 3o ey 3x-3,- 8 S Lt P Y
a) r 2 5)/— ys: 6 5y— c) r y=3—5t ys: y=—4+10t
2 1 X=2—3t
b) r —x+—y=0ys: 9
yrgxry=0ysig, 5 9
. - 31 — (3 5
a) Un vector director de larectares v = EE yunodelarectases w= EE .

- — (31 35 3315 9 5 233 .
vw=|—,—||=,—|==—=+—-—=—+—=——=%0 = Las rectas no son perpendiculares.
56 55 26 25 12 300

b) Un vector director de la recta res v

FY(ade

¢) Un vector director de larectares v = [5, _?1] y uno de larecta ses w =(1, 10).

<

(_—1 Ej y uno de larecta s es w =£—3, _—QJ
43 8
2

3

-9) 3 18 3 3 .
— |=—-—=—-—=0 = Las rectas son perpendiculares.
8 4 24 4 4

vow= (5, _71)-(1,10) = 5~1+(_?1j-10 =5-5=0 = Las rectas son perpendiculares.

Decide en cuales de los siguientes triangulos casos los puntos A, B y C estan alineados y en cudles
forman un triangulo.

a) A(-1,-5), B(0, -3), C(-2, -7)
b) A(1,-2), B(0, 1), C(-2, 7)
c) A(1,2),B(2,7),C(-1,3)

Para que A, By C estén alineados debe verificarse que los vectores AB y AC sean proporcionales. Por tanto:

AB=(0+1-3+5)=(12) 12 - y

a) —=—= A, By C estan alineados y, por tanto, no forman un triangulo.

) AC—(241-7+5)=(4-2)[ " A =2 M BY P 9

b) AB = (0-11+2)=(-13) 1.3 A, By C estan alineados y, por tanto, no forman un triangulo.
AC=(-2-17+2)=(-39) -3 9

c) 'ﬁ: (2-17-2)=(15) = A # S = A, By C no estan alineados y, por tanto, forman un triangulo.
AC=(-1-13-2)=(-21) 2 1

Actividad resuelta.

Dados los puntos A, B, Cy D, calcula las coordenadas de los vectores BA, CD, BC y AD . ;Cuales de ellos
son equipolentes?

1% Ml BA =(4+1,5+1)=(5, 6)
B4 CD =(6-1,4+2)=(5,6)

BC =(1+1,-2+1)=(2,-1)

! AD =(6-4,4-5)=(2, -1
5.0/ 1 X ( )=(2,-1)

Ce Son equipolentes BA con CD y BC con AD.




SOLUCIONARIO

39. Calcula las coordenadas del punto A y el médulo del vector AB = (5, 3) si el punto B es (-1, 4).

A=(-1-54-3)=(-6,1)y [AB| =52 +3* =34

40. Calcula la distancia entre los puntos.
a) A(4,-2)y B(0,9) b) C(-1,10)y D(8, -5)

a) d(A, B) = [AB|=/(0-4)" +(9+2) =137 b) d(C, D) = |@|:\/(8+1)2+(—5—10)2 =+/306 = 3/34

41. Calcula los puntos P, Q, Ry S que dividen el segmento de extremos A(-2, 6) y B(13, —4) en cinco partes
iguales.

Si se considera el vector AB = (13 + 2, -4 — 6) = (15, —10), se observa que: AP =
por tanto:

OP = OA + AP =(-2,6)+(3,-2)=(1,4) = P(1, 4)

0Q = OA +2AP =(-2,6)+2(3,-2) = (4, 2) = Q(4, 2)

OR = OA +3AP =(-2,6)+3(3,-2)=(7,0) = R(7, 0)

OS = OA +4AP = (-2, 6) + 4(3, -2) = (10, —2) = S(10, —2)

42. Actividad resuelta.

43. Calcula el valor o los valores de m para que A, By C estén alineados.
a) A(5,0), B(2, 4), C(m, 8)
b) A(=2,2), B(m, m=1), C(0, -6)
c) A(4,-5), B(m,-4), C(2,-m)
Para que A, By C estén alineados debe verificarse que los vectores AB y AC sean proporcionales. Por tanto:
a) AB =(-3,4)y AC =(m-5, 8)

m__5:§:>m__5:2:>m_5:_63m:—1
3 4 3

b) AB =(m+2,m-3)y AC =(2,-8)

2 8 oM 6--8m-16=10m=-10=m=—1
m+2 m-3

c) AB =(m-4,1)y AC = (=2, -m +5)

2 M5 o (m4)(-m+5) = 2= +9m-20 = ~Om+18—0 = m— 2EV9 _9£8 (8
m-4 1 2 2 3
44. Realiza estas operaciones con vectores.
a) (2,-1)-(4,3) c) 2(-4,0)-3(-1,2) e) (3,-1)-5(1,-2)
b) 6(-3,1) + (10, -2) d) 4(1,-1) +2(3,0) f) (9,6)-2(4,1)
a) (2,-1)—(4,3)=(-2,-4) c) 2(—4,0)-3(-1, 2) = (-5, -6) e) (3,-1)-5(1,-2)=(-2,9)
b) 6(-3, 1)+ (10, -2) = (-8, 4) d) 4(1,-1)+2(3, 0)= (10, —4) f) (9,6)-2(4,1)=(1,4)
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45. Dados los vectores u = (5,-3), v =(-1,4)y w = (2, 2), calcula.

a) a_(vm) d) 5w-3v+u
b) 33—2(W—V) e) 2(W+V)—a
o) 2(v-i) N Su-2+w
a) u-(v+w) =(5-3)-(1,6)=(4,-9) d) 5w-3v+u =(10,10) - (-3, 12) + (5, -3) = (18, -5)
b) 3u-2(w-v) =(15,-9) - (6,—4) = (9, -5) e) 2(w+v)-u =2(1,6)- (5 -3)=(-3, 15)
1~ - 3. - —
c) E(V_u)=%(76’7):(73’%] f) Zu—2v+w =(175,—%j—(—2, 8) + (2, 2)=(%,f%j
46. Calcula el valor de x e y en cada caso.
a) (5’ _9) =3(X= y) - Z(X! 0) C) (2}’, 0) =(X, y) - 2(X, 5)
b) (X’ _4) =2(y, 5) + (3’ X) d) (3X, _y) =2(1’ _X) + (y! 9)
5=3x-2x x=5 2y = x-2x X =-=2y x=-20
a) {—9:3y :{y:—S ©) {0=y—10 j{y=10 2{;/:10
=17
=2y+3 14=2y+3 T2 3x=2+y y=3x-2 B B
b) {1(4:1}/0++x:>{x_—14y+ == d) {—y=—2x+9 {y:2x—93x__73y__23
x=-14

47. Halla las coordenadas de los puntos medios de los lados del triangulo de vértices ‘A(2, 1), B(2;, 5) y C(-2, 3).
Los puntos medios de'los lados del-triangulo son:

2-2 543
2 7 2

Jroa w5250

2+2 5+1
MAB( ; ,%)=(2,3) MBC[

48. Estudia si los vectores u = (2,-4), v =(3,1) y w = (11, -15) son linealmente dependientes.

Los vectores son linealmente dependientes porque (11, =15) = 4(2, —4) + (3, 1). Es decir, w =4u +v .

49. Escribe a = (-7, -9) como combinacién lineal de los vectores us= (4,-3)y v =(5,1).

Para que sea combinacion lineal deben existir dos nimeros reales, A y u, tales que a =Au+pv .

(-7,-9) =14, -3) + u(5 1) = =38=100=>A=2=>pu=-3 = a=2u-3v.

7 =40 +5u _ (7 =42+5n
~9=-3)+p " |45=151-5y

50. Expresa los vectores c y d como combinacién lineal de a y b.

=(0,2), b =(2,-2), ¢ =(0,4)y d = (6, 0).

N

(0, 4) = (0, 2) + p(2, -2) = { =c=2a+0b

l\ d
(6, 0) = 4(0, 2) + (2, —2):{ z —d=33+3b b

o)
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51.

52.

53.

54.

55.

Actividad resuelta.

Calcula el punto simétrico de:
a) A(-3, 7) respecto del punto P(0, —3).
b) A(3, 1) respecto del punto P(2, 2).

c) A[E, 1] respecto del punto P(—E,lj-
2 3 2

Llamamos A’(a, b) al simétrico de A respecto P.

a) 02‘32“‘,_3:7;b:a=3,b:—13:>A'(3,—13)
b) 2=°F8 5 10 o4 po32A(13)
2 2
E+a
c) —E:Z—,l:ﬂ:a:—ﬂ,b:o:A'[—ﬂ,oj
37 2 '2 2 6 6

Dados u =(5,8), v =(-2,6) y w = (-1, =3), calcula:

<)
<!
<i
g

a) c)

b) u-w d) a.(V
a) uv=5-(2)+8-6=-10+48=38 c) vw
b) uw=5(-1)+8-(-3)=-5-24=-29 d) u-(v

Conocidos los vectores u = (-6,8)y v = (1, 7), realiza las

+W)
= (=2)- (-1)+6-(-3)=2-18=-16
+w) =(5,8) (-3,3)=5(-3)+8-3=-15+24=9

siguientes operaciones.

a) u-v c) [u-3v|
b) (-2u)-v d) |2V—3E|
a) uv=(6)-1+8-7=-6+56=50 c) |a_3\7| = (<9, =13)| = /(-9)* +(~13)* =+/250 =510

b) (-2u)v =12-1+(-16)-7=12-112=-100 d) |2\7—

Estudia si las siguientes parejas de vectores son perpend

30| = 1(18, ~10)| = 187 +(~10)° =424 = 2,/106

iculares entre si.

c) u=(-3,6)yv =(10,5)

d) u=(-1,-2)yv =(42)

son perpendiculares entre si.

a) u=(69yv=(32)

b) u=(2,4yv =(-8-4)

a) u-v =6-(-3)+9-2=-18+18=0= uyv son perpendiculares entre si.

b) uv=2(8)+4-(4)=-16-16=-32#0= uyVv no

c) u-v=(-3)-10+6-5=-30+30=0= uyv son perpendiculares entre si.

d) uv =(-1)-4+(-2)-2=-4-4=-8#0= uyv no son perpendiculares entre si.
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56. Calcula el angulo que forman los vectores.
a) u=(-2-4)yv=(2-1)
b) u=(3,9yv=(2-1)
c) u-= (2,\/5) yv= (\/5,1)

a) cos (El, \7) = 2:2+(4)- () __ 0 =0 = a = arccos 0 = 90°

V2 (a2 V205

3-2+9-(-1)

-3
Ja7 197 27 1 (—1) V905

=-0,14 142 = a = arccos —0,14 142 = 98° 7" 44"

b) cos (fl, \7) =

2.4/3++/3 1 _ 33
(7 () V) e T

= 0,98 198 = a = arccos 0,98198 = 10° 53" 37""

c) cos (t], \7) =

57. Calcula el angulo que forman los vectores u 'y v sabiendo que |U | =2, |\7| =1yque u-v=+3.

cos (&,\7) = ﬁzﬁ = O = arccos ﬁ = 30°
21 2 2

58. Comprueba si son perpendiculares los vectores u = (6,15)y v = (5, -2).

u-v=6-5+15-(-2)=30-30=0= uyv son perpendiculares entre si.

59. Halla el valor de a para que los vectoresu = (a,3)y v = (-1, 5) sean perpendiculares.

uv=a-(-1)+3-5=—a+15=0=a=15

60. Calcula el valor de a para que los vectores U =(4,3)y v = (a, 1) formen un angulo de 45°.

x/E (ﬁ\?)= 4a+3 _\/5

cos 45° = 5 = cos _7:8a+6:5\/2a2+2 = 64a° + 96a + 36 = 50a° + 50 =

5Va? + 12
7
:>14a2+96a—14=0:>a:%i8100: 4 1
28 7

61. Determina mediante vectores si el triangulo de vértices A(-4, —2), B(0, 1) y C(3, 2) es rectangulo.

Consideramos los vectores BA = (-4, -3)y BC = (3, 1).

cos (m E) = (4)-3+(-83)1 15

=-0,948 68 = a = 161° 33" 52" = Triangulo obtusangulo.
JE4y +(-3) 3R 510
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62. Clasifica los siguientes triangulos segtin sus lados y segun sus angulos.
a) A(3! 4); B(4! -1 )s C(_1s _2) b) A(_1! _2), B(3! 4)5 c(s! _2)
a) AB =(1,-5), AC =(-4,-6)y BC =(-5,-1)

|AB| =\ +(-5)° =26 , |AC| =(-4)" +(-6)° =52 , |BC| =/(-5) +(-1)" =+/26 = Triangulo isésceles.

cos (E ﬁ) = L )l ) Gol) I =0 = a = 90° = Triangulo rectangulo.

VEe (57 (-6) (- V26426

b) AB =(4,6), AC =(7,0)y BC =(3,-6)

|ﬁ| =42 162 =52, |E| =\72+0? =7, |@| =32 +(-6)" = J45 = Triangulo escaleno.

cos (BA,BC) = 43-6:(6) 24 _ (496 = a = arccos 0,496 = 60° 15° 51"
V367 \[42 1 (-6) V45152

cos (BC,AC) = 37+(6)0 21 _ (447 — a = arccos 0,447 = 63° 26" 55~
J32+ (-6 JTE+02  TV45

cos (—B, —C) = 4.7+6:0 __28 = 0,555 = a = arccos 0,555 = 56° 17" 21"

Jaz 162 72407 7452
El triangulo es acutangulo.
63. Comprueba si el punto B(4, —6) pertenece a alguna de las rectas siguientes.
a) y=9-3x b) 5x+3y-2=0
a) 9-3:4=9-12=-3 = El punto B no pertenece a la recta.

b) 5-4+3:(6)—2=20-18—-2=0 = El punto B pertenece a la recta.

64. Determina el vector director, un vector normal y un punto de las siguientes rectas.

x-3 y+4 x=2-t
s e
b) (x, y)=(4,0) + (2, -6) d) 4x-y=0
a) P(3,-4), v=(-2,5)y n =(5,2) c) P2,5),v=(-1,3)yn=(@3,1)
b) P(4,0), v=(2,-68)y n =(6,2) d) P0,0),v=(1,4)y n =(4,-1)

65. Obtén un punto, un vector director y la pendiente de la recta de ecuaciones paramétricas: r: ;:5_t1+2t
Un punto P(—1, 0), un vector director v = (2, 5) y la pendiente m = 2,5.
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66. Escribe de todas las formas posibles la ecuacion de las siguientes rectas.

a) Pasa por el punto A(3, 1) y tiene la direccién del vector u= (5, -2).

b) Pasa por el punto A(-2, 2) y su pendiente es m = -3.

a) Ecuacion vectorial: (x, y) = (3, 1) + {5, —2) Ecuacion general: 2x +5y—11=0

Ecuaciones paramétricas: X =3+5t dondeteR Ecuacion explicita: y = ﬁ+ﬂ

y = 1 — 2t 5 5

Ecuacién continua: XT_s = y_—21 Ecuacién punto — pendiente: y — 1 = _?2 (x=23)
b) Ecuacion vectorial: (x, y) = (-2, 2) + (1, =3) Ecuacion general: 3x+y+4=0

Ecuaciones paramétricas: ;252_; donde f e R Ecuacion explicita: y = -3x -4

., . X+2 y-2 L. .
Ecuacion continua: o = 3 Ecuacién punto — pendiente: y — 2 = -3(x + 2)

67. Escribe de todas las formas posibles la ecuacién de las rectas.

a) rn3x-2y=-10 c) nry=-2x+3
. x-3 y+1 x=2+2t
b) r: R d) r: y=-1-3t

a) Lapendiente es m= % y un punto por el que pasa (0, 5).

Ecuacion vectorial: (x, y) = (0, 5) + (2, 3) Ecuacién general: 3x -2y +10=0
Ecuaciones paramétricas: F 754 donde.t e R Ecuacion explicita: y = 3—X+ 5

y=5+3t 2
Ecuacion continua: %z yT—S Ecuacion punto — pendiente: y — 5 = gx

b) Un vector director v = (4, 2) y un punto por el que pasa (3, —1).

Ecuacién vectorial: (x, y) = (3, -1) + (4, 2) Ecuacién general: 2x —4y—-10=0

. . = ., - 2x 10
Ecuaciones paramétricas: X _ 3+4t donde teR Ecuacion explicita: y = @ 2

y=-1+2t 4 4

. . x-3 y+1 . . 2

Ecuacion continua: —— = - Ecuacion punto — pendiente: y + 1 = 7 (x-3)
c) La pendiente es m =-2 y un punto por el que pasa (0, 3).

Ecuacion vectorial: (x, y) = (0, 3) + {1, -2) Ecuacion general: 2x+y—-3=0
Ecuaciones paramétricas: ; z t3_ ot donde f e R Ecuacion explicita: y = -2x + 3

- . X y-3 - .
Ecuacion continua: ] = By Ecuacion punto — pendiente: y — 3 = —2x

d) Un vector director v = (2, =3) y un punto por el que pasa (2, —1).

Ecuacion vectorial: (x, y) = (2, 1) + #(2, -3) Ecuacion general: 3x + 2y —4 =0

. - = - - -3
Ecuaciones paramétricas: ;: _21+_23tt donde te R Ecuacion explicita: y = TX+2

- . x-2 y+1 y ) -3
Ecuacién continua: = = Ecuacién punto — pendiente: y + 1 = > (x-2)
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68. Halla la pendiente y un punto por el que pasa cada una de las siguientes rectas y represéntalas

69.

70.

71.

graficamente.
a) x;—1= c) 5x-2y+3=0
- -2
b) x-3_y-2 d X_Y_4
5 —4 8 5
a) Punto P(-1, 0) y pendiente m = % c) Punto P(1, 4) y pendiente m= —
Y Y
1
0 1 X 0o 1 X
b) Punto P(3, 2) y pendiente m = _—54 d) Punto P(8, 0) y pendiente m= —
Y|
Y 2
7 0 X
o 2 X

¢Son secantes las rectas r: 4x— 5y —2 =0y s: y = 2x — 4? En caso afirmativo, calcula su punto de corte.

Las formas generales de las rectas ry sson: . 4x—5y—2=0y s: 2x—-y—4=0.

. . 4 -5 .
Se estudian los coeficientes dex e y: E #* —1 = Las rectas son secantes, es decir, se cortan en un punto P.

Para calcular-el punto-de corte P se resuelve el sistema:

4x-5y-2=0

y=2x-4 = 4x-5(2x-4)-2=0=4x-10x+20-2=0=> 6x=-18=>x=3=y =2 = P(3, 2)

Estudia la posicion relativa de estos pares de rectas.

a) rd4x-6y+10=0ys:2x-3y+4=0 b) r2x+3y+6=0ys:6x+9y+18=0
a) i:—_ﬁ 10 = Las rectas son paralelas. b) Ezizi = Las rectas son coincidentes.
2 -3 4 6 9 18

Estudia la posicion relativa de estos pares de rectas y, si son secantes, halla su punto de corte.
a) r2x-5y+7=0ys:x—-2y-2=0

b) réx+4y—-12=0ys:3x+2y—-6=0

c) rx-5+3=0ys:3x-15y+8=0

a) E # _—5 = Las rectas son secantes. Para calcular el punto de corte P se resuelve el sistema:

1 -2

2x-5y+7=0 2x-5y+7=0

X—2y-2=0 = X =2y +2 =4y +4-5y+7=0=y =11= x =24 = El punto de corte es P(24, 11).

b) 9 = i = £ = Las rectas son coincidentes.
3 2 -6
1 -5 3

c) —=——#— = Las rectas son paralelas.
3 -15 8
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72. Calcula la ecuacion general de las rectas que contienen a los lados del triAngulo de vértices A(-2, 3),
B(1, 1)y C(2, -2).

Ecuacion de la recta que pasa por Ay B:

x+2 y-3 x+2 y-3

= = = 4x-8=3y-9=4x+3y =1
1+2 -1-3 3 -4

Ecuacion de la recta que pasa por By C:

x-1_y+1 N x-1 _ y+1

= >x-1=-y-1=x+y=0
1-2 -1+2 -1 1 y y

Ecuacion de la recta que pasa por Ay C:

x+2 y-3 x+2 y-3

= = = 5x-10=4y-12=5x+4y =2
2+2 -2-3 4 -5

73. Actividad resuelta.

74. Calcula la ecuacion general de la recta r si cumple las siguientes condiciones.
a) Pasa por A(-2, —4) y forma un angulo de 45° con la parte positiva del eje X.
b) Pasa por el origen de coordenadas y forma un angulo de 60° con la parte positiva del eje X.
a) Como la recta forma un angulo de 45° con la parte positiva del eje X, su pendiente sera m = tg 45° = 1.

Utilizando la ecuacion punto — pendiente: y+4=x+2=x-y-2=0.
b) Como la recta forma un angulo de 60° con la parte positiva del eje X, su pendiente sera m = tg 60° = V3.

Utilizando la ecuacion punto — pendiente: y = V3x= V3 x- y=0.
75. Actividad resuelta.

76. Dados los puntos A(2, 3), B(—4, —1) y C(0, 2):
a) Calcula las ecuaciones de todas las rectas que pasan por dos de los puntos anteriores.
b) Calcula la paralela a la que contiene a Ay a By que pasa por C.
c) Calcula la perpendicular a la que contiene a Ay a By que pasa por C.
a) Ecuacion de la recta que pasa por Ay B:

x-2 y-3 N x-2 _ y-3

= = -4x+8=-6y+18=4x-6y=-10=2x-3y+5=0
-4-2 -1-3 -6 -4

Ecuacion de la recta que pasa por By C:

x=0 =y—_2:>L:y—_2:>—3x:—4y+823x—4y+8=0
40 -2 4 3

Ecuacién de la recta que pasa por Ay C:

x-0 :y_—2:>1:y_—2:>X:2y_4:>X_2y+4:0
2-0 3-2 2 1

b) Las rectas paralelas a 2x — 3y + 5 = 0 son de la forma 2x — 3y + k= 0.

Como la recta pasa por C, entonces 2 -0-3 -2+ k=0= k=6.

La ecuacion de la recta paralela a la que contienea Ay a By que pasapor Ces: 2x—-3y+6=0
c) Las rectas perpendiculares a 2x — 3y + 5 = 0 son de la forma 3x + 2y + k= 0.

Como la recta pasa por C, entonces 3-0-2 -2+ k=0= k=4.
La ecuacion de la recta perpendicular a la que contienea AyaBy que pasaporCes: 3x+2y+4=0
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77. Halla la ecuacién de la recta perpendicular a la que pasa por los puntos A(-2, 3) y B(-1, —1) y que pasa por

78.

79.

el origen de coordenadas.
Se calcula la ecuacién de la recta que pasa por Ay B:

X+2 _ y-3 N X+2 _ y-3
-2+1 3+1 -1

=>4x+8=-y+3=>4x+y+5=0

Las rectas perpendiculares a 4x + y + 5 =0 son de la forma —x + 4y + k= 0.
Como la recta pasa por el origen de coordenadas, entonces 0+4 -0+ k=0= k=0.

La ecuacion de la recta perpendicular es: —x + 4y =0

Calcula la ecuacion de la recta que pasa por el punto A(0, 3) y por el punto de corte de r: 8x -5y +2=0y s:
2x+y-4=0.

Para calcular el punto de corte, P, de las rectas ry s se resuelve el sistema:

8x-5y+2=0__ [8x-5y=-2 _ _ _
2x+y—4=0 = 10)(+5y=20:>18x_18:>x_1:>y_2:EI punto de corte de ry s es P(1, 2).

Calculamos la ecuacion de la recta que pasa por A0, 3) y P(1, 2):

X_O:y_3:>1:y_3:>—x:y—3:x+y—3:0
1-0 2-3 1 -1

Halla la mediatriz del segmento de extremos A y B en los siguientes casos.
a) A(-2,4)y B(2,-4) b) A(1,4)y B(-2, 3)
a) Calculamos la ecuacioén de la recta r que pasa por Ay B:

x+2 y-4 N x+2 y-4
2-2 4+4 -4

=8x+16=-4y+16 =8x+4y=0=2x+y =0

242 4-4

2 2 ]:(0’0)

Hallamos el punto'medio, M, del'segmento de extremos Ay B: M(

Las rectas perpendiculares a 2x + y = 0 son de la forma —x + 2y + k= 0.
Como la recta perpendicular a r pasa por M = (0, 0), entonces-0+2-0+k=0= k=0.
La mediatriz del segmento de extremos Ay Bes: —x+ 2y =0

b) Calculamos la ecuacién de la recta r que pasa por Ay B:

x-1_ y-4 x-1_y-

= = = 4:>x—1:3y—12:>x—3y+11=0
1+2 4-3 3 1

Hallamos el punto medio, M, del segmento de extremos Ay B: M(% 4;?’) = (_1 , g]
Las rectas perpendiculares a x — 3y + 11 =0 son de la forma 3x + y + k= 0.

Como la recta perpendicular a r pasa por M(; gj , entonces 3 (;j +g+ k=0 = k=-2.

La mediatriz del segmento de extremos Ay Bes:3x+y—-2=0
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80. Halla las medianas y el baricentro del triangulo de vértices A(-3, 2), B(1, 6) y C(5, 0).

Las medianas de un tridngulo son las rectas que pasan por un vértice y por el punto medio del lado opuesto. El
baricentro es el punto donde se cortan las medianas.

Calculamos los puntos medios de los lados del triangulo:

341 246) _ 145 640 _ -3+5 240 _
M(?,T)—(LM,N( 5 2] (3,3)yP( . 2] (1, 1)

Hallamos las ecuaciones de las medianas:

x+3 y-2 x+3 y-2

man: _3_3—2_3: 5 > =>-Xx-3=-06y+12=x-6y+15=0

mew: x=5 _y=0_ X_5=L:>—4x+20=6y:4x+6y—20=0:>2x+3y—10=0
5¢1 0-4 6 -4

mgp: X =1

Se calcula el baricentro resolviendo el sistema formado por las ecuaciones de dos medianas:

i;?y”szo:1—6y+15=0:>y=%:§: El punto baricentro es el punto G [1%]

81. Se consideran las rectas r: y = x— 3 y s, determinada por los puntos A(7, 5) y B(-4, 1). ¢ Cual es su posicion
relativa?

Calculamos la ecuacioén de la recta s que pasa por A(7, 5) y B(—4, 1):
x-7 y-5

17 :T:4X—28:11y—55:>4x—11y+27:0

Las formas generales de lasrectas rysson: rn x—y—-3=0ys:4x—- 11y +27 =0

Se estudian los coeficientes de x e y: %;t %11 = Las rectas son secantes, es decir, se cortan en un punto.
82. Los lados de un triangulo de vienen dados por las rectas 3x—-y-6=0,3x+y—-18=0e y=0.

a) Halla las coordenadas de los vértices.

b) Clasifica el triangulo en funcién de sus lados.

c) Halla las ecuaciones de las medianas.

d) Halla el baricentro del triangulo.

a) Calculamos el vértice A, interseccion de lasrectas 3x—y—-6=0y 3x+y—-18=0:
3x-y-6=0
3x+y-18=0

Calculamos el vértice B, interseccion de las rectas 3x—y—6 =0 e y = 0 = Vértice B = (2, 0).
Calculamos el vértice C, interseccion de las rectas 3x+ y—18 =0 e y = 0 = Vértice C = (6, 0).

=>6x-24=0=>x=4=y =6= Vértice A = (4, 6).

b) AB =(-2,-6), AC =(2,-6)y BC =(4,0)
|4B| = (-2)° +(-6)° =40 =210 , |AC| =2 +(-6)" =40 =210 , [BC| =47 +0* =4
El triangulo es is6sceles.

c) Calculamos los puntos medios de los lados del triangulo:

4+2 6+0) _ 2+6 0+0) _ 4+6 6+0) _
M(T 5 ]—(3,3),N( R ) (4,0)yP( R j (5,3)

Hallamos las ecuaciones de las medianas:

man: X =4
x-6 y-0 x-6 y
Mew: = = =—=X-6=-y=>x+y-6=0
M 6-3 0-3 3 -3 =y
map X_z—y_o:>X_2:y_0:>x—2:y:>x—y—2=0

"2.5 0-3 -3 -3

d) Se calcula el baricentro resolviendo el sistema formado por las ecuaciones de dos medianas:
x-y-2=0

[/ =4-y-2=0=y=2= El punto baricentro es el punto G (4, 2).
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83. Un triangulo tiene dos vértices en A(0, 0) y B(2, 0). Halla las coordenadas del tercer vértice sabiendo que es

84.

85.

86.

equilatero.

Llamamos C(a, b) al tercer vértice. Como el triangulo es equilatero d(A, B) = d(B, C) = d(A, C).
d(A, B) = J(2-0)’ +(0-0)° =2,d(B, C)= \/(2—a)’ +b* y d(A, C)= va?+b .
Para hallar las coordenadas del vértice C, se resuelve el sistema:

2 2 _ 2 _ A2 2 _
{ (2-a) +b 2:{(2—5.) +b274:>{ 4a2+a?=0_ ,._ 4 . 4

Vb7 =2 aeb=4  |-at-bt=—d
Sia=1= b= +/3
Por tanto, C(1, \/5) 0 C(1,—x/§)

Siendo u = (4, x), halla el valor de x en cada una de las siguientes situaciones.
a) El médulo de u vale /20 unidades.
b) Si v = (3, -5) es tal que el producto escalar de u por v esigual a 2.

a) |&|:\/42+x2 =20 =216+ X =20=>x=4=x=%2

<
<!

b) =4:3+x-(-5)=12-5x=2=x=2

Determina un vector cuyo médulo valga +10 unidades lineales y que forme un angulo de 30° con la

horizontal.

Llamamos v = (a, b) al vector.

Jaz+b2 =10  [8°+b° =10 [a*+b%=10 2 20
b =3 b = J3a :>a2+@ S105 927 +3a7 —90 S a? = 12y g -+ V30

tan30°=— —=— b=—— 3 2 2
a 3 a 3

Sia—%3b—@ysia——@3b——@.Portanto,\7[%,@]0\7[—%,—@]

Lasrectas i x—-y+1=0,s: x+y-7=0,t x—y-5=0y u: x+ y—5=0 determinan un cuadrilatero.
a) Calcula la medida de los lados y de los angulos interiores.

b) ¢Qué tipo de cuadrilatero es?

Las rectas r y t son paralelas, al igual que las rectas s y u. Por tanto, el cuadrilatero es un paralelogramo de

vértices A, B, Cy D, determinados por la interseccion de lasrectas ry s, ry u, ty uy sy t, respectivamente.

Resolviendo los correspondientes sistemas lineales obtenemos: A(3, 4), B(2, 3), C(5, 0) y D(6, 1).

a) Calculamos la medida de sus lados:

d(A, B) = (2-3) +(3-4)" =2 d(B, C) = (2-5) +(3-0)* =18 =312
d(C, D)= \(5-6) +(0-1) =+2 d(D, A) = y(6-3) +(1-4)° =18 =32

Por ser un paralelogramo, los angulos interiores suman 360° y, los angulos opuestos, son iguales.
-1.3+(-1)-(-3) _ 0
28 2

b) El cuadrilatero, al tener lados paralelos e iguales 2 a 2 y angulos que miden 90°, es un rectangulo.

cos (A—Bm) = cos ((-1, -1), (3, =3)) = =0= A=90°= D = B= C =90°

@@ Geometria analitica | Unidad 7

189



SOLUCIONARIO

87.

88.

89.
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Actividad resuelta.

Calcula el punto simétrico de:

2

a) A(3,-4)respectodelarectar: 2x+ y=3. b) A (1, %) respecto de la recta r: %x +y=0.

a) Calculamos la perpendicular a r pasando por A. Las rectas perpendiculares a r son de la forma —x + 2y + k= 0.

b)

Como la recta perpendicular a r pasa por A, entonces -3 +2 - (-4)+ k=0 = k=11.
Larectaque pasaporAyA ess:—x+2y+11=0
Se calcula el punto M interseccién de ry s:

2x+y =3 2x+y =3 _ 19 _17 17 19
x42y+11=0= 2x+dy = 22 = ==y === x=F =M . —

Como M debe ser el punto medio del segmento de extremos Ay A", despejando:

17 3+a 19 -19 -4+b -18 {19 -18
—= »a=—,—=——=2b=—-—"A — —
5 2 5 5 2 5 5 5

1
Calculamos la perpendicular a r pasando por A. Las rectas son de la forma —x + Y4 +k=0.

1 1 1
Como la recta perpendicular a r pasa por A, entonces —E+E-%+ k=0=k= e

1 1
La recta que pasapor Ay A" es s: _X+§y+§: 0
Se calcula el punto Minterseccionder: x+2y=0ys: -8x+4y+1=0

= - 10x=-1x=—2y=—>M| —,—
10 20

x+2y=0 _, |-2x—4y =0 1 1 y
—8x+4y+1=0""|-8x+4y =1 10 20

Como M debe ser el punto medio del segmento de extremos A y A", despejando:

3

—+a —+b

1_2 382;3,;1:4_3b:£3,4'[__3,£j
10 2 10 20 2 20 10 20

Calcula el triangulo simétrico del que tiene como vértices A(-2, 0), B(1, 4) y C(2, —2) respecto a la bisectriz
del primer y tercer cuadrante.

Calculamos los puntos A’, By C’, simétricos de A, By C respectivamente, respecto a larecta r. y = x.

A

La recta perpendicular a r pasando por A es s: x + y = -2. El punto M, interseccion de ry s, es M(—1, —1).

Como M debe ser el punto medio del segmento de extremos Ay A’, entonces A’(0, —2).

“: La recta perpendicular a r pasando por B es t: x + y = 5. El punto N, interseccién de ry t, es N(E' 5]

Como N debe ser el punto medio del segmento de extremos By B’, entonces B'(4, 1).

: La recta perpendicular a r pasando por C es s: —x — y = 0. El punto P, interseccion de ry s, es M(0, 0).

Como P debe ser el punto medio del segmento de extremos Cy C’, entonces P’(-2, 2).
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90.

91.

92.

93.

Se va a implantar un sistema de riego automatico en una rosaleda. Si dos de los rosales estan situados en
los puntos A(4, 6) y B(9, 8), y un tercero, en el punto C(0, 6), ¢es posible conseguir que una tuberia recta
pase por los tres a la vez?

Para que A, By C estén alineados debe verificarse que los vectores AB y AC sean proporcionales. Por tanto:

AB= (9-4.8-6)=(52) = 4 # 9 = Los puntos A, B'y C no estan alineados.
AC =(0-4,6-6)=(-4,0)] _ 5 2

No es posible conseguir que una tuberia recta pase por los tres rosales a la vez.

Un barco lanza un mensaje de socorro indicando su posiciéon: A(1460, 765). Dos barcos situados en
B(3525, 2490) y C(585, 3500) acuden en su ayuda. Si los dos navegan a la misma velocidad y en linea recta
hacia A, ¢cual llegara primero?

Calculamos las distancias de AaByde Aa C.

d(A, B) = /(1460 —3525)° + (765 — 2490)° = /7 239 850 = 2690,70 unidades

d(A, C) = /(1460 —585)° + (765 —3500)° = /8 245 850 = 267156 unidades

Llegara primero el barco situado en el punto B.

Con un solo golpe sobre la bola A, se debe golpear primero a la bola B y después a la bola C. Si se
consideran dos lados de la mesa como ejes de coordenadas, las coordenadas de las bolas son A(20, 28),
B(5, 10) y C(12, 36). ¢(Con qué angulo, respecto de la trayectoria seguida por A cuando golpea a B, debe
salir la bola para golpear a la bola C?

Calculamos el angulo, a, formado por los vectores BA = (15, 18) y BC = (7, 26).

15-7+18-26 573

cos (BA,BC) = =
( ) 1524187 721262 /549 -\[725

=0,9082 = a = arccos 0,9082 = 24° 44" 32"

Un rayo de luz incide en el espejo con una trayectoria rectilinea determinada por los puntos A(-2, 4) y B(3, 2),
siendo B el punto de contacto con el espejo y A el punto de origen. Al reflejarse, la pendiente de la recta que

describe su trayectoria es % .

a) Escribe las ecuaciones de las rectas que determinan los rayos incidente y reflejado.
b) Halla un vector director de cada una de ellas y el angulo que forman.

c) La posicion del espejo forma el mismo angulo con el rayo incidente y el reflejado. Encuentra la
ecuacion de la recta que la define.

a) Larecta rdel rayo incidente pasa por Ay B: ;—_:23 = }2/—_5 = 2x+5y-16=0
+ —

2 2
La recta s del rayo reflejado tiene pendiente E ypasaporB:y—2= E (x-3)=>2x-5y+4=0

b) Un vector director de res v = (5, —2) y uno de larecta ses w = (5, 2).
5.5+(-2)-2 21

Jor(2f NEizz 2929

cos (\7, W) = =0,724 = a =43° 37"

c) Sea u= (a, b) el vector director de la recta que determina la posicion del espejo.

cos(l] \7) __%a-2b
Vangz N29 55 _2h-53+2b=4b=0=b=0
- — a+2b
cos(u,w)—

“Ja? b2 29

El vector director de la recta del espejo sera u = (a, 0); es decir, serd una recta con pendiente 0. Como la
recta que contiene al espejo pasa por B(3, 2), entonces sera y = 2.
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94.

95.
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Una altura de un triangulo es el segmento que tiene por extremo uno de los vértices y es perpendicular al
lado opuesto. El ortocentro de un triangulo es el punto donde se cortan las tres alturas. Dado el triangulo
de vértices A(3, 1), B(2, -2) y C(-2, 2):

a) Halla las ecuaciones de sus tres alturas.
b) Calcula el ortocentro H resolviendo el sistema formado por dos de sus alturas.

c) Comprueba que H pertenece a las tres alturas.

a) Un vector director de la recta r que pasa por Ay B es 71 = (1, 3). Por tanto, cualquier recta perpendicular a r
tendra vector director W1 = (3, —1). La altura, a, correspondiente al vértice C es la recta que, pasando por C,
tiene vector director (3, —1).

a: XTJrzzy—_f:—x—2=3y—6:> x+3y =4

Un vector director de la recta s que pasa por By C es 72 = (4, —4). Por tanto, cualquier recta perpendicular a s
tendra vector director Wz = (4, 4). La altura, b, correspondiente al vértice A es la recta que, pasando por A,
tiene vector director (4, 4).

x-3 y-1
b: —="—=x-3=y-1=x-y=2
7 7 y y

Un vector director de la recta t que pasa por Ay C es v—s = (5, —1). Por tanto, cualquier recta perpendicular a s

tendra vector director Wi = (1, 5). La altura, ¢, correspondiente al vértice B es la recta que, pasando por B,
tiene vector director (1, 5).
c XT_2=V—+2: 5x-10=y+2=5x—y =12

b) Se calcula el ortocentro resolviendo el sistema formado por las ecuaciones de dos alturas:

X+3y:4:>4y=2:>y=£=l:>x=§:>EIortocentroeseIpuntoH[E,lj.
X=y=2 4. 2 2 2’2
o 5,31.8,3.8_, 5 1.4 , 5 1.2 124

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

H satisface la ecuacion de las tres alturas. Por tanto, H pertenece a las tres alturas.

Considera dos puntos By C en un plano. Sea S el conjunto de todos los puntos A de ese plano para los
que el area del triangulo ABC es 1. {Qué es S?

A. Dos rectas paralelas B. Una circunferencia C. Un segmento D. Dos puntos

Consideramos como base del triangulo el segmento AB, y llamamos d a la distancia de A a B. El area del triangulo

-h 2
ABC es 1=d7 , donde h es la altura correspondiente al lado AB. Por tanto, h= E . Luego, todos los puntos C

que disten s unidades de la recta que pasa por Ay B, seran el tercer vértice de un tridngulo ABC de area 1.

Esto puntos estan en las dos rectas paralelas a la recta que pasa por Ay B, y que distan % de ella.

La respuesta correcta es la A.
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96.

97.

98.

Si my b son numeros reales y mb > 0, la recta de ecuaciéon y =mx + b no puede contener al punto:

A. (0, 2011) B. (20, 10) C. (20,-10) D. (2011, 0)
Supongamos que la recta contiene al punto (2011, 0).

Por tanto, 0 =2011m + b = b = -2011m. Luego mb = m(-2011m) = -201 1m? <0, pero mb > 0.

Por tanto la recta no puede contener al punto (2011, 0).

La respuesta correcta es la D.

El area del triangulo limitado por las rectas y=x, y=-xe y=6 es:

A. 48 B. 36 C. 24 D. 18
Calculamos los puntos de corte de las rectas:

{y:x 3x=—x:x=0:y=0,{y:X:x=63y=6,{
y=—x y=6

Los vértices del triangulo son A(0, 0), B(6, 6) y C(-6, 6).

Consideramos como base del triangulo el segmento BC: d(B, C) = +/(6+6)° +(6-6)* =12.

Para hallar la altura del triangulo, correspondiente a la base BC, hallamos la recta perpendicular al segmento BC

pasando por A. La recta BC es y = 6. Por tanto, la recta perpendicular a y = 6 pasando por A es x = 0.

El punto de corte de x =0 con y = 6 es D(0, 6). Por tanto, la altura del triangulo sera d(A, D) = 6.

6:36.

12
El area del triangulo es

La respuesta correcta es la B.

Una recta r divide en dos trozos de igual area al rectangulo de vértices (-2, 0), (0, 0), (0, 4) y (-2, 4) y al

rectangulo de vértices (1, 0), (5, 0), (1, 12) y (5, 12). ¢ Cual es la pendiente de esta recta?
A. -4 B. -1 C. 0 D. 1
Si una recta divide a un rectangulo en dos trozos de igual area, tiene que pasar por su centro.

Asi pues, la recta dada pasara por (—1, 2) y por (3, 6), por lo que su pendiente sera 1.
La respuesta correcta es la D.

Encuentra el error

99.

Andrea ha realizado uno de los ejercicios propuestos por su profesor:

Calcula la recta que tiene como vector normal u = (5, —2) y que pasa por el punto A(-2, 4).
Esta es su respuesta: 2x+5y+ k=0=>-4+20+ k=0= k=-16. Larecta es 2x + 5y = 16.
¢Donde esta el error?

Andrea ha confundido el vector normal de la recta con el vector director de la misma.

Si una recta tiene vector normal (5, —2) entonces la recta es de la forma 5x — 2y + k= 0.

Como la recta pasa por el punto (-2, 4) entonces 5 (-2) -2 -4+ k=0= k= 18.
Larectaes 5x—-2y+18=0.
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PONTE A PRUEBA

Situacion del punto limpio

Actividad resuelta.

Superficie de un huerto

Un huerto de hortalizas tiene forma de tridngulo y quiere conocerse su area. Los vértices estan situados en los
puntos O(0, 0), A(5, 0) y B(6, 5).

1.

194 Unidad 7| Geometria analitica @@

La distancia menor entre sus vértices es:
A. d(O, A) B. d(O, B) C. d(A, B) D. Ninguna

d(0, A) = |/(5-0)’ +(0-0)* =25 =5, d(O, B) = /(6 -0)* +(5-0)° =61 y d(A, B) = |(6-5)° +(5-0)° =26

La respuesta correcta es la A.

Halla la ecuacion de la perpendicular r al eje X que pasa por B.

Como la recta r es perpendicular al eje X es de la forma x = k. Como pasa por B, entonces x = 6.

¢Cuales son las coordenadas del punto H donde r corta al eje X?

Las coordenadas del punto H son (6, 0).

¢Cual es la distancia que separa a B de H?
A 3u B. 4u C. 5u D. 6u

d (B, H)= (6-6)+(5-0) =25 =5u

La respuesta correcta es la C.

Calcula el area del huerto.

_d(0A)dBH) 55
2

=12,5u°
2

A



SOLUCIONARIO

La trayectoria adecuada

Cualquier jugador de billar debe recordar el principio de reflexion: cuando una bola golpea un lado de la mesa,
el angulo que forma su trayectoria con el lado al llegar es igual al angulo que forma con él al rebotar.

Observa estas dos situaciones:

P Q p )
o) %A o

1T 1+©O

0| 1 R ol 1 R

El objetivo es golpear la bola negra y lograr que choque con la bola blanca, pero rebotando previamente en los
lados QR y RO de la mesa de billar. Por ejemplo, se ha marcado el punto A que es donde la bola negra debe

rebotar en el lado QR.

1. Utiliza el sistema de referencia para calcular la trayectoria adecuada a cada situacion.

P Q P Q
a, Y o« |A
N | ol ‘:::‘
1 11 O -
0| 1 R of 1 R

Indica las coordenadas de los puntos de rebote y los angulos correspondientes en cada caso.

12 situacion: A(9, 4) y B(5, 0)
“4.0+4-4 2 V2

= — = 0-= arccos on =45°

432 2
4.4+4.0_2 V2

= [ = arccos - = 45°

Angulo en QR: cos (,ﬁ ﬁ) =

Angulo en OR: cos (ﬁ ﬁ?) =

432 2
22 situacion: A(9, 3) y B(3, 0)
Angulo en QR: cos (AB, AR) = 6-0+(3)(8) __ 9 _~5._ 0,4472 = a = arccos 0,4472 = 63°26" 9~
345 3J45 5

6:6+3-0 36 25
6J45  6J45 5

Angulo en OR: cos (EZ\, §R>) = =0,8944 = B = arccos 0,8944 = 26° 34 7
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AUTOEVALUACION
1. Calcula el vector resultante en cada caso.
a) 3:(6,2)+(5,-4)-6-(2,1)
b) 5-[(7,-2) + (-8, 1)]
c) (2,3)-1(6,1) - 4-(-3,-2)]
a) 3-(6,2)+(5,-4)—-6-(2,1)=(18,6) +(5,—4)—-(12,6) = (11, —4)
b) 5-[(7,-2)+ (-8, 1)] =5 - (-1, -1) = (-5, -5)
c) (2,3)-1[(6,1)— 4-(-3,-2)]=(2,3)-[(6, 1) - (-12,-8)] = (2, 3) - (18, 9) = (-16, —6)

2. Calcula las coordenadas del extremo Q en los siguientes casos.
a) Elvector PQ es (5, 3)y P(-1, 2). b) El vector PQ es (-2, 6) y P(-2, —4).
a) Q=(-1,2)+(53)=(4,5) b) Q=(-2,-4)+(-2,6)=(+4,2)

3. Estudia si son perpendiculares los vectores e indica el angulo que forman.

a) u=(-228yv=(41).

<l

b) u=(-3,7)yv=(2-1).

=(-1,6)y v =(3, 1).

<l

c)

a) u-v=-2-4+8-1=-8+8=0= Los vectores son perpendiculares y, por tanto, forman un angulo de 90°.

b) cos(d,v) = ———>2 *7(1) 13 07634 = a = arccos —0,7634 = 139° 45° 53"
JE3y 472 22 (-1 B85
= 1434641 3 x -
c) cos(u,v) = = =0,1559 = a =arccos 0,1559 = 81° 1" 62
(&) JPrer 3 V3710

4. Comprueba si las siguientes rectas pasan por el punto (3, -3).

x=9+2t
a) 6x—4y=6 " ly=-a-3t

Escribe un vector de direccion y otro normal de cada una de las dos rectas.
a) 6-3-4-(-3)=18+ 12 =30 # 6 = La recta no pasa por el punto (3, -3).
Un vector de direccion de la recta es v = (4, 6) y otro normal n = (6, —4).

b) La recta pasa por el punto porque sit=-3 = x=3e y=-3.

Un vector de direccion de larecta es v = (2, ;j y otro normal n

>
n
N
W[
N
N—

5. Escribe todas las formas posibles de la ecuacion de la recta que pasa por los puntos A(9, 4) y B(8, 1).

La recta pasa por A(9, 4) y B(8, 1). Por tanto, un vector director es v (1, 3).

Ecuacion vectorial: (x, y) = (9, 4) + (1, 3) Ecuacion general: 3x—y—-23=0
Ecuaciones paramétricas: {;/(:giét donde t e R Ecuacion explicita: y = 3x — 23

. . x-9 y-4 . .
Ecuacion continua: o = = Ecuacion punto — pendiente: y — 4 = 3(x — 9)
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6. Calcula la ecuacion general de la recta que pasa por el origen de coordenadas y:

L x=-1+t
a) Es paralela alarectar: {y —34+5¢

=0

o w

b) Es perpendicular a la recta s: —2x + 4y —

X=-1+t t=x+1 y-3
3) {y=3+5t:> t:yT‘:)’3X+1:T=>5X+5=y—335X—y+8=0

Las rectas paralelas ar. 5x — y + 8 =0 son de la forma 5x — y + k= 0.
Como la recta pasa por el origen de coordenadas, entonces 5-0-0+ k=0= k=0.
La ecuacién de larectaes: 5x—y =0

. 3
b) Las rectas perpendiculares a s: —2x + 4y — 3 =0sondelaformadx+2y+ k=0.

Como la recta pasa por el origen de coordenadas, entonces 4 -0+2 -0+ k=0= k=0.
La ecuacion de la recta perpendicular a s pasando por el origen de coordenadas es: 4x + 2y =0

7. Estudia la posicion relativa de las rectas:
a) r3x-y+6=0ys:3x—-4y+2=0
b) rrdx+6y+12=0ys:2x+3y+9=0

En el caso de que sean secantes, indica las coordenadas de su punto de interseccion.

3
a) —#— = Las rectas son secantes.

3 4
Para calcular el punto de corte P se resuelve el sistema:

3x-y+6=0 3x-y+6=0 | -4 =22 =22 4
{3x—4y+2=0 {—3x+4y—2:0 33y+4—0$y—?:>x_T:>EIpuntodecorteesP —_—, .

d) %: g # % = Las rectas son paralelas.

8. Dado el triangulo de vértices conocidos A(5, -9), B(-2, -1) y C(7, 2):

a) Calcula las coordenadas de los puntos medios de sus lados.
b) Halla la medida de sus lados y del angulo A.

c) Calcula la ecuacion de la mediana que parte del vértice A.

a) Llamamos M al punto medio de AB, N al punto medio de BC y P al punto medio de AC.
(320 (2 ) (2T ) (50 g p(S27.212) (6 )
2 2 2 2 2 22 2 2 2
b) AB =(-7,8), AC =(2,11)y BC =(9, 3)
|AB| = (-7)" +82 =113, [AC| =22 +1% =125 y [BC|=V9? + 3 =00 =310

-7-2+8-11 74

78 NZaE V113125

c) La mediana, man, es la recta que pasa por Ay por el punto medio, N, del lado BC.

cos(AB, AC) = =0,6226 = a = arccos 0,6226 = 51° 29" 38"
(

x-5 y+9 x-5 y+9
5.5 o 1 5 19
2 2 2 2

man: = -19x+95 =5y +45 = 19x+ 5y =50
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